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扩散
一

反应非线性数模逼近解析解
关

孙彦平 刘世斌 武宝亭 程 明琦 王俊文
太原理工大学洁净化工研究所

,
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摘要 针对片状多孔催化剂内反应
一

扩散揭合过程的非线性问题
,

应用 A do m ia n 分解法
,

推导出

普遍化方程逼近解析表达通式
.

给出了在 T h i el e 模数 势簇 10 时
,

有代表性的 1 级
,

2 级和 0
.

5 级反

应 的反应物
.

浓度分布
、

效率因子数学表达式及其函数曲线
,

并与 N e w m a n 的 B A N D 法数值计算结

果进行 了比较
.

与数值解相 比
,

当 笋较小时
,

使用该逼近解析表达通 式前 3 项 即可达到满意 的效

果 ; 当 协较大时
,

随着分解项数的增加
,

计算值 向数值解逼近
,

一 般分解项数为 6 时
,

可获得较

满意的效果
.

关键词 A dom i an 分解法 非线性 逼近解析解 多孔催化剂 有效因子

化学工程学科中普遍存在的非线性问题
,

只能

用数值方法迭 代求解
.

数 植法 仅给 出不连 续 的数

值
,

不能对结果进行数学表达和分析
,

且反应速率

变化大时
,

数值法 不一定能收敛
.

20 世纪 8 0 一 9 0

年代
,

A do m i an 川对于确定或随机微分方程的求解
,

提出了逼近非线性项 的 A do m i an 多项式
,

建立并完

善了其分解法
.

e h e r r a u l t [2 ]证明了 A d o m i a n 多项式

的收敛性 〔2 ]
.

A do m ian 分解法 已被成功地用于一些

非线性数学物理问题的逼近解析〔3】,

但在化学和化

学工程 中的应用尚未见报道
.

对 于非线性问题
,

能否用 A do m ian 分 解法求

解
,

必须对具体问题作具体分析
.

化学反应工 程中

的非线性问题
,

是由于反应速率与浓度
、

温度等动

力学因素的非线性关系引起的
,

有其特殊性
.

本文

旨在将 A do m i an 分解法引入到化学工程领域
,

对于

多孔催化剂 中
n
级反应

,

探 索其扩散
一

反应非线性

方程的逼近解析
,

以便为化学工程中非线性数模的

求解提供新的思路
.

应组分质量平衡方程为「4 ]

份
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为反应物浓度
,
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)为单位体

积反应速率
,

D
。

为有效扩散系数
.

对 于片状多孔催化剂
,

忽略沿 y 和 z
方向的浓

度变化
,

稳态时
,

方程 ( 1) 可简化为
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扩散模型

方程 ( 2) 一 ( 4) 是常微分方程的边值 问题
.

设反应为

” 级不 可 逆 反 应
,

即 (R c’) 一 ck 牲 令 ￡ 一

参
方程 ( 2) 一 ( 4) 在等温时可无因次化为

多孔催化剂扩散
一

反应藕合过程数学模型是反应

工程中典型的数模之一 在一般情况 下 (包括稳态

与非稳态两种情况 )
,

单位体积催 化剂 内的关 键反
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。
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二 为无 因次的扩散距离
,

无 因次数群
~

斗
万为反应

丸e石

的特征时 虱̀ 欣是扩散的特征时间
·

` 为反应速率

常数
,

l 为片状催化剂 1 / 2 厚 度
,

T ih el e
模数即为

反应与扩散两个特征时间的比值
,

体现了本征反应

速率与扩散速率对宏观反应速率的相对重要性
.

催化剂有效因子 , 为有扩散影响的宏观反应速

率与以边界 (二 = 1) 浓度值进行计算所得反应速率之

比
.

对于片状多孔催化剂
,

有效因子表达为

其中 A m 为 A do m i an 多项式
,

数
.

根据 A d o m i a n
分解法川

,

… A m
的表达式

m 为 A d o m i a n

可写 出 A 。 ,

A l

的项

,

A Z

A 。 = 人。 (夕。 ) = f (夕。 )
,

A z = h l (夕。 )夕 1 ,
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,
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A m

(8 ) 式中 h 。 ( y0 )为 f ( y 。 )的 m 阶导数
,

f 为 y 的非线

性函数
.

则 A do m ia n 部分解为

当 笋较小时
,

专~ 1
,

表示宏观反应速率基本不

受扩散的影响 ; 当 协较大时
,

刀< 1
,

表 明宏观反应

速率受扩散影响
.

2 分解法求解过程

一般情况下
,

常微分方程可以表示为算子方程

几
= g ( x )

.

(9 )

依据 A do m i an 分解法
,

首先
,

对 以上算子方程作第

一次分解
,

即

岛
= L y + R y 十

的
= g (x )

,

(1 0)

式中 L 为最高阶导数线性算子
,

R 为线性算子的剩

余部分
,

N 为非线性算子
,

g ( x )为强迫项
.

运 用

逆算子 L 一 `对上式作用
,

得

L 一 `

切
= L 一 ` g ( x ) 一 L 一 I R y 一 L 一 `

吻
,

(1 1)

L 一 `
表示 L 从 0 到 x 的多重积分

.

对于二阶常微分

方程

y 。 二 常数
,

y1 = 尸 L 一 I A 0 ,

夕 2 = 协Z L 一 I A I ,

y 。 = 护 L 一 I A m 一 1 ,

( 1 5 )

则
,

y 的 m + 1 项逼近解析解为

= y0 + 护 L 一

IA
O +

从习间

护 L 一 `
lA +.

二 + 护 L 一 , A 。 一 1
.

(1 6)

并算对于片状多孔催化剂
n

设有效扩散系数 D
`

为常数
,

子方程为

级等温不可逆反应
,

方程 ( 5 )的 A d o m i a n

L c = 笋Z

cN
,

( 17 )

进行逆运算得

` 二 护 L 一 I
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,
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依上所述 A do m i an 分解法
,

方程 ( 5) 的

项式 A 。 和部分解
。 m 直接表示为〔4〕

A d o m i a n 多

然后
,

进行二次分解
,

即将方程解表示为部分解的
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A o 3
.

3 逼近解析解
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3
.

3
.

1 前 2
,

3 项逼近解的表达 取方程 ( 2 1) 的前

2 或 3 项
,

利用边 界条件
: 二 = 1

, 。 = 1
,

求出不 同

反应级数下的
。 〔)

.

将
。 ` ,
代入

,

可求出前 2 或 3 项的

通近解 氏
, 、 ,

, 、 ,

结果 见表 1 和表 2
.

表 l 前 2 项的逼近解 a . 十 :
, 。

及
。 。
的表达式

夕, 、 1
. 。

` 〔 (一
{

1 ·

去
, 2

丫
` 。 2

,

,

一 (
1 ·

责
, 2 X 2

!
4 9 6 n 4 一 1 5 5 4 n 3 + 16 8 9 n 2 一 6 3 0 刀

, 、 ;
,

八 4 =

—
尹
一 C 八

”

6 二

丫1 十 2尸 一 1

声2

。 5
` ! 一

兴 ( 丫尸
、 , 6 一

尸 ):

l O

“ 2 2 = 一 +

责
` , ·

`

“ 2 0 5

一
十

责
` , ·

。

3 逼近解的解析表达
.

令无因次
。
的逼近解析解为 氏

、 l
, , : ,

即 式
、 1

, 、
=

艺
c 。 ,

m
+1 为逼近解的项数

, 二 为反应级数
.

下

文首先把线性一级反应的逼近解与其原有解析解比

较
,

然后求出非线性 2 和 0
.

5 级反应的逼近解
.

3
.

1 线性情况

对于线性的一级反应 ( n = 1 )
.

有

表 2 前 3 项的逼近解 a 二
+ l

, ,

及
c 。
的表达式
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2 多于 3 项的逼 近解析解 利用边 界条件
,

可用解析法求得前 4 项返近解的
。 。 ` )

,

大于 4 项时

需用数值法
.

前 6 项的逼近解析解表达式为

`
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,
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,

由 A do m i an 分解法也 可求 出方程

(5 )在
n = 1 时的解析解

.
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2 非线性情况

逼近解析解可以表达为
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4 有效因子逼近解析解

由方程 ( 8) 和 (2 l )
,

可得 越
级反应 有效 因子 ,

迪近解析解的一般表达式

l) 刘世斌
,

等
.

分解法多孔催化剂
n
级反应扩散

一

反应方程迪近解析
.

待发 表
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,

对于反应级数为 1
,

2 或 0
.

5
,

可 由 (2 5) 式分

4 9 6 n 4 一 1 5 5 4 n 3 + 1 6 8 9 n 2
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笋
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” 一 4 + … + 去 } 兰 , 更 }
尹 ( d x )

, :

6 3 0

( 2 5 )

求导后
,

有效 因子通近解项数相对无因次浓度逼近

解减少一项
.

对于 1级反应
,

分解法前 3 项的有效 因子 和
,

1

逼近解为

1
, ,

和
,

` = “ “ +

盯 ,
一 “ “ =

1 ·

六
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六
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责
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对于 2级反应 ( n = 2)
,

有效因子为

私
2 一

(浮语
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剥
2 ·

割{哥雳
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对于 0
.

5 级反应 ( , = 0
.

5)
,

有效因子为

别得出前 4
,

5
,

6 项有效因子 , 的逼近解
.

4 讨论

由分解法得到催化剂 内不同 笋值时
,

反应物浓

度 ` 和有效因子 , 的计算值
,

并与数值法 的结果进

行 比较
.

数值法是以 N e w m an 的 B A N D 子程序为基

础的有限差分法 5[, “ ]
,

该法被认 为是求解 电化学 系

统 中反应
一

扩散非线性问题非常有效的方法 〔“ 〕
.

4
.

1 浓度分布曲线

图 1 为以 T ih el e
模数为变量的片状催化剂中无

因次浓度的分布曲线
.

对于一级反应 (图 1 ( a ) )
,

数

值解 曲线与解析解 曲线 重合
,

所 有数据 的误差 在

0
.

0 0 01 范围内
.

当 笋较小时 (镇 1 )
,

2 项的分解法逼

近解与解析解 比较
,

最大误差仅为 0
.

01 88
,

相对误

差为 2
.

68 % ; 3 项的逼近解与解析解完全重合 ; 当 笋

较大时 ( ) 5)
,

即扩散影响较严重时
,

可以看出
,

随

着分解项数的增加
,

其结果向解析解逼近
,

当分解项

数达到 6 时
,

与解析解相比
,

结果令人满意
.

当 笋=

5
,

最大误差仅为 0
.

00 2 6
,

相对误差 0
.

4 2 7 %
.

(((c ) 0 5
~

~ ~ 砂弋才才

了了了
勺侧说郊困长切侧说彭因从切侧说另困从

无因次距离 R 无因次距离 R 无因次距离 R

图 1 不同币时
,

反应催化剂内反应物无因次的浓度曲线

( a ) 1 级反应 ; ( b ) 2 级反应
; ( C ) 0

.

5 级反应
.

, 2 项解
, . 3 项解

,

▲ 4 项解
, 0 5 项解

,
x 6 项解

,

一 数值解

图 1 ( b)
,

( C )分别为 2 级和 0
.

5 级反应的浓度

分布曲线
.

此情况下
,

因没有解析解
,

只能与数值

解比较
.

从图 1 ( b) 可以看出
,

对于 2 级反应
,

当 价

为 1
,

与图 1 ( a) 相类似
,

仅前 3 项的分解法逼近解

既与数值解相同 (曲线重合 ) ; 在 功较大时 ( ) 5)
,

含 6 项 的逼近解与数值解相 比
,

有较满意的结果
,

当笋= 5时
,

最 大 误差 为 0
.

0 1 68
,

相 对误 差 为 3
.

3 2 %
.

从图 1 ( c) 可以看出
,

对于 0
.

5 级反应
,

在 笋

值较小时 (镇 1 )
,

前 3 项的 A do m i an 分解法逼近解与

数值解相同 (曲线重合 ) ;
在 协较大时 ( ) 1

.

5)
,

3 或
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+ 同理
,

对于反应级数为 1
,

2 或 0
.

5
,

可 由 (2 5) 式分

4 9 6 n 4 一 1 5 5 4 n 3 + 1 6 8 9 n 2

9 !

1 { d e _ )
笋
匕 。言

” 一 4 + … + 去 } 兰 , 更 }
尹 ( d x )

, :

6 3 0

( 2 5 )

求导后
,

有效 因子通近解项数相对无因次浓度逼近

解减少一项
.

对于 1级反应
,

分解法前 3 项的有效 因子 和
,

1

逼近解为

1
, ,

和
,

` = “ “ +

盯 ,
一 “ “ =

1 ·

六
, 2 ·

六
, 4

!
一 `

{
1 ·

责
, 2

)
; ( 2 6 ,

对于 2级反应 ( n = 2)
,

有效因子为

私
2 一

(浮语
一

剥
2 ·

割{哥雳
一

暴
( 2 7 )

对于 0
.

5 级反应 ( , = 0
.

5)
,

有效因子为

别得出前 4
,

5
,

6 项有效因子 , 的逼近解
.

4 讨论

由分解法得到催化剂 内不同 笋值时
,

反应物浓

度 ` 和有效因子 , 的计算值
,

并与数值法 的结果进

行 比较
.

数值法是以 N e w m an 的 B A N D 子程序为基

础的有限差分法 5[, “ ]
,

该法被认 为是求解 电化学 系

统 中反应
一

扩散非线性问题非常有效的方法 〔“ 〕
.

4
.

1 浓度分布曲线

图 1 为以 T ih el e
模数为变量的片状催化剂中无

因次浓度的分布曲线
.

对于一级反应 (图 1 ( a ) )
,

数

值解 曲线与解析解 曲线 重合
,

所 有数据 的误差 在

0
.

0 0 01 范围内
.

当 笋较小时 (镇 1 )
,

2 项的分解法逼

近解与解析解 比较
,

最大误差仅为 0
.

01 88
,

相对误

差为 2
.

68 % ; 3 项的逼近解与解析解完全重合 ; 当 笋

较大时 ( ) 5)
,

即扩散影响较严重时
,

可以看出
,

随

着分解项数的增加
,

其结果向解析解逼近
,

当分解项

数达到 6 时
,

与解析解相比
,

结果令人满意
.

当 笋=

5
,

最大误差仅为 0
.

00 2 6
,

相对误差 0
.

4 2 7 %
.

(((c ) 0 5
~

~ ~ 砂弋才才

了了了
勺侧说郊困长切侧说彭因从切侧说另困从

无因次距离 R 无因次距离 R 无因次距离 R

图 1 不同币时
,

反应催化剂内反应物无因次的浓度曲线

( a ) 1 级反应 ; ( b ) 2 级反应
; ( C ) 0

.

5 级反应
.

, 2 项解
, . 3 项解

,

▲ 4 项解
, 0 5 项解

,
x 6 项解

,

一 数值解

图 1 ( b)
,

( C )分别为 2 级和 0
.

5 级反应的浓度

分布曲线
.

此情况下
,

因没有解析解
,

只能与数值

解比较
.

从图 1 ( b) 可以看出
,

对于 2 级反应
,

当 价

为 1
,

与图 1 ( a) 相类似
,

仅前 3 项的分解法逼近解

既与数值解相同 (曲线重合 ) ; 在 功较大时 ( ) 5)
,

含 6 项 的逼近解与数值解相 比
,

有较满意的结果
,

当笋= 5时
,

最 大 误差 为 0
.

0 1 68
,

相 对误 差 为 3
.

3 2 %
.

从图 1 ( c) 可以看出
,

对于 0
.

5 级反应
,

在 笋

值较小时 (镇 1 )
,

前 3 项的 A do m i an 分解法逼近解与

数值解相同 (曲线重合 ) ;
在 协较大时 ( ) 1

.

5)
,

3 或
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上述积分值与分解法曲线积分面积有关
,

对此作者

将另文讨论
.

的效果
.

当分解法逼近解不稳定时
,

有限差分法数

值解不易收敛
,

即使收敛
,

其准确性也很难判断
.

5 结论

A d o m ia n
分解法对于非线性边值问题 的解适用

于多孔催化剂中扩散
一

反应的情况
.

当非线性问题较

简单时
,

可得到逼近解析解的表达式
.

用该表达式

可以很容易地算出在不同 T ih el e
模数下

,

催化剂内

无因次浓度
。
的分布和催化剂有效因子 , 的值

.

当

价较小时
,

前 3 项的 A do m ia n
分解法结果易获得

,

而且与数值解相 比
,

可达到满意的结果 ; 当 笋较大

时
,

随着分解项数的增加
,

分解法逼近解结果 向数

值解逼近
,

一般当分解项数为 6 时
,

可获得较满意
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2 0 0 3 年度国家自然科学基金拟受理的重点项目
:

数理科学部

1
.

数学

( 1) 代数学 中的组合方法

( 2 ) 组合数学

( 3 ) 序
、

拓扑及形式语义学的数学基础

( 4) 数学物理方程的反问题及其应用

2
.

力学

( 1 ) 非线性随机动力学与控制的 H a m il t on 理论

体系及其应用

( 2) 纳米器件和纳米材料中关键力学问题 的理

论与实验研究

( 3) 超轻质结构设计的新理论

( 4) 自然环境中的多组分
、

多相复杂流动研究

( 5) 鱼类机动运动的特征和机理研究

( 4) 星系演化及活动性的半解析和 V L BI 研究

( 5) 依巴谷参考架的扩充与应用研究

( 6) 近邻星系的多波段观测研究

4
.

物理科学一处

( 1) 纳米结构材料的光
、

电
、

磁学性质

( 2) 磁
、

铁电
、

超导异质结构的物理研究

( 3) 凝聚态物质中超快过程的研究

( 4) 超冷原子物理及应用研究

( 5) 量子相干系综的光学性质

( 6) 高离化态原子物理

( 7) 光
、

声波与材料的相互作用

( 8) 超快超强激光 的组束技术及其与物质相互

作用的新现象研究

5
.

物理科学二处

3
.

天文学

( 1) 太 阳耀斑的高能物理和动力学过程观测与

研究

( 2) 活动星系核的时变
、

偏振的观测和理论研究

( 3) 日冕爆发中的射电信号与等离子体过程

( 1 ) 惯性约束核聚变
“

快点火
”

方案中关键物

理问题理论研究

( 2) 激光加速器新原理的可行性研究

( 3) 托卡马克芯区等离子体湍流诊断发展研究

( 4) 时空斑图和时空混沌系统的研究

(资料来源
: 2 0 0 3 年度国 家自然科学基金项 目指南 )


